Comparison and scaling methods for performance analysis of stochastic networks by Leskelä, Lasse
Helsinki University of Technology, Institute of Mathematics, Research Reports
Teknillisen korkeakoulun matematiikan laitoksen tutkimusraporttisarja
Espoo 2005 A491
COMPARISON AND SCALING METHODS FOR




HELSINKI UNIVERSITY OF TECHNOLOGY
TECHNISCHE UNIVERSITÄT HELSINKI
UNIVERSITE DE TECHNOLOGIE D’HELSINKI

Helsinki University of Technology, Institute of Mathematics, Research Reports
Teknillisen korkeakoulun matematiikan laitoksen tutkimusraporttisarja
Espoo 2005 A491
COMPARISON AND SCALING METHODS FOR
PERFORMANCE ANALYSIS OF STOCHASTIC NETWORKS
Lasse Leskela¨
Dissertation for the degree of Doctor of Science in Technology to be presented with due permission of
the Department of Engineering Physics and Mathematics for public examination and debate in Audito-
rium E at Helsinki University of Technology (Espoo, Finland) on 2 December 2005 at 12 noon.
Helsinki University of Technology






























°A( Ł5G( 1¦2Łﬁl¨(<(Łﬁ©" A 2#Ł.G2("§ﬁÂ¨b;(>Łﬁ(G;i®RŁﬁ GGG
>ŁS· G<#K21 1Łﬁ(SG=SŁ ¸" Ł9§ﬁ2YŁ9(Łﬁ A <A¥G¢£Gi G1(©lŁG;b"S·(¨V¹
 ?Ã#GAŁﬁÄ»;1½¥ﬁ2A2#V#28®7¡²1 ¥@ A·®b;Ł	AŁﬁG17 2#
;#"G¥ Łﬁ A 2;2°>Łﬁ
A15©("KG¥6




























	#A.;( 1ﬃ 22¢p£G. ;  G<#1A¥<¡ K³>Łﬁ(¶ A?
8(Łﬁ#Kl2 §ﬁ
C"¹
 2(2( 1G¥.¨G(Łﬁ¨b;( 12 
 GŁ
































Á· ¥ﬁ#V#;> A®RŁﬃ§²1p#Ł Ł>;  ŁlÁ="
ﬁﬀ¦Łﬁ (Łﬁ2°p6¡Æ"G(   G#Łﬁ;°GŁ±G
¥ﬁ G"G2¯l17 Ł¬(  GA¡1G¥º7¡±17#; 2Y#"G¥º¨G Ł®GK2l^1, G»2"¯ŁÂ¨G¨G"K2
¨G Ł®®G"<<=¡ﬁ¢ﬂ²¡Æ(1G;2 l#





G" Ł>;  Ł#¾1;§$ﬀ¦;§
G"KG^>Łﬁ¸¨G(Łﬃ§"G1G¥^l.½µ2;1"27¦ 2((58;7§G<¹
 ŁﬁA;¾





#Łﬁ¨RŁﬁ GKŁﬁ>Łﬁp¥ 2;1G¥¾ Ł¶®R6¡^Łﬁ¨A¨bŁﬁA27p1^#GG>2G(°G+ Ł>;  Ł-,.Łﬁ 
 /.Łﬁ¥0.¦G1 Ł>; (Łﬁ2ﬂ815G;3ﬂ¿G54(2>Łﬁ §1;"G¥^#G¾ G2(1 G ; 1¨¢
6 (¥ﬁS¨G( Łê#GSŁﬁ(6¨G(2 ;72^1· G1G1( ;(5V#1Ł6S; G§ﬁ2"Łﬁ¨R2G GM¹
1G¥ Gpû






¨G <§1K2¥ﬁ^ Ł8( lA±G" ; G .G; ©
YG;©V#12¤"G;¢o(¨b;211U¡ﬁ°CÁÂ G
 Ł>;  ŁÁ=G¥ﬁ2%454;°@ Ł
>2 (ŁﬁBAﬁ;¼ A2&C2 "G¥G°D Ł>;  ŁE!oŁﬁK2¦5G"A°
GFﬂ8ﬂ8
  G1; FAŁﬁA5A22(7°GŁ,¨G¨Rll2Łﬁ A#AŁﬁ Łﬁ #G8( K21;"
#G"ÂA1 (2Y5
 <Ł³¢Çi" Ł©®A1¥^#
GÂ#Łl#G.Łﬁ(¥7GK«2; ÂŁ¤#A.û"37=9;9=<l ; 2 5
¨G Ł¥ﬁ# G#GY5
Å½Łb#G"G( K  A#>Łﬁo¥ﬁU§1A¥.l#GŁﬁ¨A¨bŁﬁY# GAK=¡^ Ł4 ¨R2G
^ 2l2Y#;Â"½^ŁﬁGA2(> AC(2((5¿

































































Á 6 ; 
9T.A° 6 ¢]7=9;9¢ 5
®G1K1«2
#KŁﬁ Ł¾­Ł9§2 "Ł7G;­¼ G; G91A¥ÈA;=Łﬁ 




Á(Á 6 ; 
9T.A° 6 ¢	A C2 "G¥G° A ¢=`7=9;9=<>¢´Ç #GG; ¼ G; G2"G¥¬G=SŁ &"#






Á Á(Á ,4;Łﬁ ¥ﬁ
° 6 ¢"°\AŁﬁG5G92(°&ﬂÈ¢SA 6 2(9
.° 6 ¢`]7=9;9;R9¢ )¾Ł2 ;¨51G¥
1l¨G Ł2§¨b;(>Łﬁ(G2SŁR· GU#"2?ﬃ "Łﬁ 	G;=Łﬁ ¤<#^Ł9§ﬁ;(Ł9­ Łﬁ A KG¥>a
Á=cb·¢ 6 ?G¥°ed	¢fb¾"³°$!6¢hgi¢ÁX§2(52³° ,¢	b¢3%@ GŁnoA2¢i°(/&ﬀ1Ijk+k+.-)4ﬂﬁHIAl$#




Áv!` %.s4;°³Á5¢"° 6 2 
9



































¢3,@2Łﬁ(¥ﬁ1@#Ł8®b; 2A"#;±>Łﬁ@ G Gl2(Ko "· G<
 1ŁVG2¢£A
;¡8









R¢ZRl .6¡²1AG2¨R2GA27ÂŁﬁ( b Ł"ŁﬁYiŁ
¤#G.
#G;©V("2¦ ;¨bŁﬁY#;
1 2#1ŁG8A¢i8°\R¢<G°G R¢iŁA°S;1#A8G" ; G (1Łﬁ Ł¾"Ł
A¥
¹= G¥ﬁ












 ;ﬀﬂﬁa~ﬃ  ﬁ     















 1Łﬁ ¢.¢.¢¶¢.¢4¢¶¢.¢¶¢.¢4¢¶¢.¢.¢¶¢4¢.¢¶¢.¢¶¢.¢4¢¶¢.¢.¢ R






C~C ­4ﬂ     5b9 6
8¢: ﬂ8ŁA2G; 2(1¨A 1ŁV ¢.¢.¢¶¢.¢4¢¶¢.¢¶¢.¢4¢¶¢.¢.¢¶¢4¢.¢¶¢.¢¶¢.¢4¢¶¢.¢.¢ |
8¢Z7 5®A1K"\¡²U¡ " ¢.¢.¢¶¢.¢4¢¶¢.¢¶¢.¢4¢¶¢.¢.¢¶¢4¢.¢¶¢.¢¶¢.¢4¢¶¢.¢.¢ |
8¢i8 2Y>Łﬁ G;4<¡ 1¢¶¢.¢4¢¶¢.¢¶¢.¢4¢¶¢.¢.¢¶¢4¢.¢¶¢.¢¶¢.¢4¢¶¢.¢.¢ Ł











<A¢: ﬂ8ŁA2G; 2(1¨A 1ŁV ¢.¢.¢¶¢.¢4¢¶¢.¢¶¢.¢4¢¶¢.¢.¢¶¢4¢.¢¶¢.¢¶¢.¢4¢¶¢.¢.¢ :9:
<A¢Z7 2Y>Łﬁ G;4<¡ 1¢¶¢.¢4¢¶¢.¢¶¢.¢4¢¶¢.¢.¢¶¢4¢.¢¶¢.¢¶¢.¢4¢¶¢.¢.¢ :9:


















R¢: ﬂ8ŁA2G; 2(1¨A 1ŁV ¢.¢.¢¶¢.¢4¢¶¢.¢¶¢.¢4¢¶¢.¢.¢¶¢4¢.¢¶¢.¢¶¢.¢4¢¶¢.¢.¢ :I8
R¢Z7 "KG¥l¨G¨G(Ł9µ"©9#"ŁﬁG¬¢.¢4¢¶¢.¢¶¢.¢4¢¶¢.¢.¢¶¢4¢.¢¶¢.¢¶¢.¢4¢¶¢.¢.¢ :k<



















































Á=4 21;¨GGŁﬁA"G2; 2;°V"¤#G #G;ŁÅ´®R;=92l2l¨G1Ł;¡"G¥4S;1<¹
# 1A2 21Â¥ﬁ; 2°¦¨G®G18Ł4 ;(§A1G¥±©7¡­2 GY#Łﬁl2=¡¨R2;°¦§2(5 G
 G7# 1A2²¥ﬁ; ka










GYS9(a Ł#Gp®RŁ9§ﬁo=¡¨RpŁA¼ G;( 1ŁﬁGa®7¡42ŁG "G2(1G¥#A 2o;ŁﬁG2(; "G(#G2;
Ł( Ł5G( 1lG;=Ł 2°¤25¯ ;¨G ; ; 1G¥¬¿ ¨R2;"»51K;G¥ﬁ©>Łﬁ¶
"¡#K

ŁG;<"G¥G¢£G» Y"p4¼ G; G2"G¥.G;=Łﬁ ·<#G"(#(K®G A#;AK (1Łﬁ;Łﬁ7# Ł
>ŁﬁG"5ÌY5®A1K"=¡ 2ŁﬁGA"#KŁﬁA½GÌ¯ A; K4
















êGŁﬁG" 2 ; 1G¥¾(Łﬁ G(22;¢







°7G^  ;K¡6 G > GG"·G2"¨GKG¥
#Ł. GGG; Y5Gl#G¦lŁG;A¡lK22¢£CŁ6Ł9§2 ;Łﬁl¦ G2(ÂG<l2 G<#K2;°=Ł¶=¡¨R2
Łl; GŁAŁﬁKŁﬁ¥ﬁK2^
 ¨G¨G"<;¯G±G;§91ŁV¨b;Æ1È#G". G2(1^·( Ł5
(#";Łﬁ^¹








































(2( G" ¾¨G¨R2AG2ºVÂ G6;G¬Ł25¬(2; 1ŁﬁÃ¢i2; 1ŁﬁG;ŁﬁG2" GG;Â#A¶#A2 "2°










b G¡ 2( G" 1^¨G(Łﬁ®®A1K"=¡¶#G;Łﬁ(¡·G
> GG#1ŁG"¡ "¾#V6
  G ;ÆA±G§ﬁ9"Łﬁ¨b;&1º#G#A2 "2¢Łﬁl^ŁS G
 ;  G<#2°" /CŁﬁ© A;#ê >2( 1A¥¶#Ł.#GÂ¨G G®G"K
 1Łﬁ#V¸2Ł#1Ap G




	ﬁﬀ ﬃﬂ "!#$ﬂ &%('*)+),'*)
£Gi>Łﬁ"KŁﬃ"G¥6;Łﬁ7#" AŁﬁ GY¹#Kl¾




 Ł9§¨G(Ł;2(² Ł ®Rº2M¹
¥ﬁŁGK°#V412°" M2A G2"®G1AÈ¨RŁﬁ("#U§l(2; G (27¢ÁX/]10*243]¦14 .Ł #¹
 <#1ŁV  















JK+ﬃ5G 2ﬃ+ ﬂ )4ﬀ@ﬀ1+.- jﬃ)C2!s+ Exﬀ4HJI' ﬀ1Ijk+kAkAlﬂv
jkDﬂ5,2!s+=Aﬃ5,5$+yAQ'Bﬁjk+KHﬁ+ﬃﬂ"+ﬃﬀt5$+.-F26 5CﬀtﬂBAﬃ)457),ﬂ ﬀt5Q+kA/B?0*243B&AI 5MmB5L/B?0rNMPO

















iT j3B]\kT 10r.+/B?0*243BM 9S#{ﬀ AIJQ +leﬂ)45$+ AI+ﬃ5mKon<T
q m+ﬃﬂpG )sAV+ﬃﬀ7Hﬁ-),jT
£A¾®RŁ9§ﬁi G2Łﬁ(2 1p G(2#Ł6G2("§ﬁÂ  Al;127Y5®A1K"=¡;ŁﬁGG<#KŁﬁGS>Łp G
¼ G2 G;1G¥¿G;=Łﬁ È(  GG"2,"¯;; 1Łﬁc8A¢"#@AS9¡È#Ł8(  GA¡È#GlG2;9 ("=¡ÈŁ




#G´Y5®A1K"=¡,ŁÂ¬ 1l¨GK2^Y¡(#9²¢ÈÁ= ¨A Ł9§1G¥¬ G16=¡¨R´ŁÂ1^¨G"<2
#"Łﬁ³°¤ G




















































´1 M;G G2"®G1¾G´¨RŁﬁ <#U§ﬁ@(22 A  ;72Łﬁ7#" GŁﬁ GM¹X#Kl'ﬂ¿(Ł9§¨A Ł
¹
;25pŁﬁ.2Łﬁ A#®G"ÂY5
 i ¨G2$K±"#¥ﬁ2A2#V#Łﬁp©9#(<µ¢¤Çi(  GlÂ 
p#G
;7# "2$/B?0*2@3]Ł #





 0a¢ 6 ;¶®bi/ﬂ¿(Ł9§51"#l# G <#KŁﬁ©
  Oµ
p6°G";ﬁﬀ ®b¾/Łﬁ" (Łﬁ´¨G Ł2; ¸<# 
#ﬂi°A"GG;¨b;GG27Ł

 G45"ﬃ¢p£A28 G4¨G Ł2; (2&G  tG!"$#&%('¤§ﬁ4#G4 @A1(  K®G A 1Łﬁ
n%41K2®R2(¥

:{8o(Łﬁ¨RŁﬁ <("Łﬁ :s7¢Z7:9#¢ ﬂ8Ł 2Ł9§22°<>Ł<"Ł9l>(Łﬁ #G8G;»GG<¹
 1Łﬁ½Ł)² 
 G4¨G Ł2;  ;[G G! G @#A. l."7§
 <7¨G Ł®®G"<<=¡








































































































G(¡ÈG"(#(K®G A#"ŁﬁG;¢²£A14#G;Łﬁ ; ¨A Ł9§1G;·8l; GŁ±>Łﬁ
¨A Ł9§1G¥#Ap(2( G" Ł2; 1Łﬁ<A°ﬃA2  G; "K"¡Â2Ł¨G 5®GKo G¨G¨R2a®RŁﬁ GG
>Ł *B?G 6"·G2("§2 ®¡,»GG"G¥&º(#( G;  G#








 KG¥Bﬂ¿(Ł9§@¨G(Ł;2( 9³" @ ; ¨R2;a Ł(#Ł5M¹










6 ;NG 6 1GB9 
	RnG  6 . 9 






















FS121K;¿2Łﬁ A¨G1KG¥ŁC#G4¨G(Ł;2( 2&G G ¢





















¨bŁ " U§ﬁ4> GG; 1Łﬁ²ŁﬁK¸¢£G;¬""^;G?9#;"¡>Ł1KŁ9¦ 









<¡ 1SŁ G4A¡lK2ŁC#G¾=Ł¨A Ł22( 9;¢£G4;¡½Ł®G ;(§

#"Łﬁ´ ;¼ G1(2
>Łﬁ	¨A Ł9§1G¥¦#G¸(2( G" 	ŁR2; 1Łﬁ<¾1C#Łi;Łﬁ G¨G"=Ł@2Łﬁ¨A12Ł#AS#
Eﬂ¿ 
Ł9§
¨G Ł2; o(#( 2l
A"Åb2 ;71G<Y?(5V#2"^  G5iS9¡6#
	#G¸ #54(;;#Ł 1;Ł
#G¨G Ł2; (2¤(2K·2"Łﬁ p#Łi25·Ł G2

Á Á Á5° 6 2l© :\¢£A1	;Łﬁ G¨G"KG¥i"1
#;
2Łﬁ6®G1G;@"#@ Gﬂ¿ 








 P' ﬂr!ﬃﬂ 	m	



























JK+ﬃ5% 2ﬃ+' ﬀ12k2)4!*)45C6-)sAﬃ5Cﬀ@)C2D5C),ﬂ ﬂkX )454m  ﬀ1+,Hﬁ!ﬀ@!*6
Iﬀ@6 )4ﬂﬁH 5)4!S$# +S^'ﬂ"+ﬃﬂB5% ~ 9>X ﬂ - -ﬁ+?leﬂ"+54m+AIj.!s+.- -)sAﬃ57ﬀ@)C2ﬁ57),ﬂ&' #{ﬀ
(
~ 9o26$' ﬂﬃDﬃ6  ﬂﬃ*)
(
^T=% AkAﬃ,Q + 5MmB5,+ ﬂﬃD )sAS jkﬂ57)4ﬂ>A #@Dﬂ"jﬃ5C),ﬂpﬂX





































JK+ﬃ5< ﬂ -='2ﬃ+ -ﬁ+?leﬂ"+.- AS2ﬃJI+ ﬂ -!s+ﬃ5<+>' ﬂﬃDS2ﬃ+ P#^ QV)4!*6 $#





























































+>'9 ﬃD 'ﬂ8ﬃDﬃ6 9,
N ﬀ     %$%o  $)





































79|<¦>ŁﬁlÈ µ#®RŁŁﬁ¯µ¨RŁﬁ <#1ŁV °1 G ; #ŁÈ»G "¹








































 &	 ﬀ '"B'*)+%(ﬂ 	# 	
£G©"G¨G A.#Ł½#A©(¡Y#2 14lŁA2K2¯
6"Łﬁ"  ŁÆ¨G Ł2; ."#È#V#a°	G
#G© 2Y§12 K;·Łq4(Łﬁ®G61ÆGŁG; :´G 78 ´
   A;Æ#Ł¬®R1AG2¨R2GA27
µ¨RŁﬁG27 ?"K¡&A1(  "®G A#;± GGŁ §













 5G9l¾"S®(2½Łﬁ G	9° G@ G·®R2¸Ł
 4(Ł®G¸¨G(2 ;7Â"GŁG'7¢ÇÂ¸1ŁG¥^NG	
1¦ K1; 8Łﬁ2¼ a#Ł;2(#1½#A 2(GŁﬁ"8";§ﬁ;Æ°êGJ4(Łﬁ®GÂ (U§"G¥ Ł
#G4G=SŁ ½(42;2¨A 2 êŁ G2Y1 ¾ G;¡²










































SŁ Æ"6>2¯" Ł¬#G´(2;ŁﬁG  ;(§ﬁ9^"·(  ";#U¡,12(·#
¯"#6 2Y§12´2¨;"=¡¢
£ G9°Ã"  GU#"Łﬁ¿( G¥ﬁ¥ﬁ;(#¾ 
iŁﬁG"¡½ G¶»((@¼ G; G·1K¥ﬁ Ł9 #Ł©1A»A"¡¢@£G







?@ﬂﬂpDﬂBAﬃ5,2!s+ Aﬃ6IAﬃ5$+Q Xy5Mm+ ' ﬀ1Ijk+kAkA G Aﬃ5,ﬀ@5$+.- #@ﬀkJQ ﬂﬀ^2)43
57ﬀtﬀ@6 )4ﬂ)45C)C!rAﬃ5,5$+ A5C)sA?l=+kASAﬃV ONX
G

 tV O ! Q IAﬃ5 Aﬃﬁﬀk+ﬃ!*6 2
G	 tV ﬂ )4ﬂ -)sAﬃ5Cﬀ@)C2D5C),ﬂ 2




    '*ﬂ  ﬂ!  $%('  $D )+	)




2 GY#Łﬁl2("l GiY¡(#; "o2 ¥ŁGK
°AA©2ŁG "G2o#Gjk+ﬃﬂBAIﬀ1+.-' ﬀkIjk+kAkA  6
.

2  k;ŁﬁGY#  A;#;©®7¡#
¨GK"G¥G V¨R2(1Ł7GpŁR#"^¦A G "G¥@G15 G	ﬂ	Æ¢
ÁX>Ł1KŁ9 

1 Ł  " ﬂ¿(Ł9§½¨G Ł2; ;¢)¾;GŁ ¾®7¡C G@1G;7#"=¡
#(Uµb°







































































6  \N  






















































































 6¨G(Łﬁ®®GK"K 1;iŁ¤ G6;2G(Łﬁ ;
¨A Ł22(Â2²®b@µA¨A 25(2²1´#A@©











































 YKµ%( 2©®RÂ Gl2(12K"¡^(Łﬁ"§2>(Łﬁ2¼ V#1Ł`79¤ G "G¥. G¦#GŁ





#G^§2; Łﬁ0 n."1®b^Łﬁ®5"G2º> Ł 789¢·£G^>ŁﬁK"Łﬃ"G¥#A2Łﬁ(2 (GŁ9¶GŁ9











q m+`Aﬃ5$+.-63,Aﬃ55Q+ 54mﬁﬀ19HmI' ﬁ5  ﬂ -54m+ Aﬃ5$+.-63,Aﬃ5,5$+$Q +.ﬂlAI3

Dﬀ@ﬂ 57)1Q +/ u  $#
























   N:I
 & 8 )+%7$)+)+	
£GÈ(5
®G1K"=¡ªU¡ "8¨G(2(27#9Ì1ª#A1´ ;#KŁﬁÌÌ®R±µ 2GA2  Ł­lŁﬁ(
¥ﬁ2A2#
GlK  "Łﬁ&2Łﬁ7  Łﬁ¤¨RŁﬁ"<;1;2°³G; ^#G^"G¨G A4 
#¶#Ł´#G·»G (.GŁG^"















#G(2(GŁﬁ1Ã°	#G;Æ#G(#®G1"U=¡,(2¥ﬁKŁﬁ¯Ł G©Y¡##2 2¯®b5 ; 2 "«2;¯µ¹
; "¡

Á5°A£G;Łﬁ ; R\¢£G¾¨R2Y>Łﬁ G;¾























7D:ﬃ°G G4» Yi(2(§2¦( Łﬁ¨G¦¨G Ł2;  "G¥G2¿ G4 G·®R2ŁP4(Ł®GiV
#G(22ŁG±Y5





§ﬁ@Y# GG"2½6A;=Łﬁ lG2(@G; 4(Łﬁ®G¸ ¾(4(;;#;G2A;§2#G¾ G6®b;¸Ł
4(Łﬁ®G.
@ G·» Y.(5V#1Łº 
5G2¶´22Y5"º#G(2 AŁﬁ1³¢6£G¼ A2 G9"G¥´G;=Łﬁ(
(  GG1; "  G1 ;; 1Łﬁ­G"Åb2(>(Łﬁ #A¿®RŁ9§ﬁ²ŁG;<1 #V®RŁ ­¼ G; G9
















 W	 ( 	

ﬃ  ﬁ'	 *


 	 ﬀ '"B'*)+%(ﬂ 	# 	
ISŁﬁG(1G;4²KŁﬁ(.A;=Łﬁ º(2(§"G¥  21 (24ŁW4(Łﬁ®G;¢^£GG;=Łﬁ(º2ŁﬁG(1Y#4Ł
 "´lŁﬁGŁﬁ(K"S ;(§9 ( 1¥G2Æ Łº 2Y§1G¥ 4(Łﬁ®G6Łi;?( $b°pG ﬀ · AK 1("K
 ;(§ﬁ9(©2¨®G"8Ł
@ ;(§1G¥ÆKÂ;?( 2©Ł4(Łﬁ®G;¢ IS A(#Ł; ©Ł
@21  $  (U§ﬁ
2;Łﬁ A1G¥¾ Ł¶'CŁﬁ1( Łﬁl¨G Ł2; oŁb17#;G <=¡ "G ;¼ G1(µ¨bŁG27#1G(2(§"2




#"^2½(¿1AG2¨R2GA27¢ìÇi( <§KG¥¯(2Y§"2¬(2¼ G;##´(¿(Łﬁ A#;2;Łﬁ A1G¥, Ł
ÈŁﬃ§2YŁ9¨bŁ<";¡°aA2 ´21 M¹ $4(Łﬁ®È14US9¡A4 Łﬁ A 2º#Ł8´2Łﬁ( ; ¨RŁﬁGG"G¥




$±(®A G(¡°#A'4(Łﬁ®È14 Ł A#;±#Ł¿²6 G" <(11	 2Y§2;¢ÁX"· GU#" 1Ko ;(§ﬁ9(
 K Ł8®G GY¡ﬁ° G2È#Gl ;(§1;(2¼ G;#¶"4 4(;; 2nK	K¥ﬁ G  79¢©£Gl T4(2; 2



















 Y¹ $&4(Łﬁ®G¤®R2"G¥¾(2(§2l®7¡¶ G¸lŁﬁGŁﬁ("K
G· G" K 1" 2Y§ﬁ9(2° 2(¨b;; "§ﬁ;"¡¢£G2© GiA;=Łﬁ (#
#Â®bÂG2(2(1®R2
®7¡² G.#GAŁﬁ §ﬁ;;#Ł G 6 ?G


"1GGµ2¿®7¡ 6 :2g7G $ 6 :2YY..2 Æ¢Pg¡
2ŁﬁA(#( G; 1ŁﬁÃ°+G 1+ﬂ¿ 
Ł9§´¨G Ł2; " ½»A"#i(5V#4 ¨
2¢
ISŁG "G2l#G¬ l¿G=SŁﬁ(­<# (1K¥ﬁ7#<¡­lŁGU»2ª(Łﬁ A#"G¥G°SA2 +4(Ł®G
 . ;G1(2#28> Łﬁ 6 G" <(11³ Ł©lŁﬁGŁV 1" ;(§ﬁ9(¾¦ ŁŁﬁ¿Â¨A?;2¦®b;2Łﬁl
§



































































   '*ﬂ  ﬂ!  $%('  $D[) )
;(>Łﬁ(©A2¿"©l( G ;ª1 #2(Ł j.ﬀ@ﬀ@),+.-!s-°A;»G; G¬Y5
 1Łﬁ¹
(¡ 2ª#V#¬Ł4Łﬁ ­ ;(§2®7¡  GºG=SŁﬁ(ê°@G JI+ﬃﬀt!4! 2!sIjH)4ﬂﬁH' ﬀ123
:9:
2)4!*)45C6V°SG15 1^#G²¨G(Łﬁ®®G"K"=¡Æ 
© (®GU# (¡ ( U§1G¥4(Łﬁ®­1 T4(2; 2³¢
g2
 G ºG;" G2 G GŁﬁ"#©¥ﬁ¥ﬁ(2¥7V(; §ﬁ; 51ŁV(¿ §ﬁ;  "®G1
°¸#G; º
 ¬GŁ
(1l¨GK@2"Łﬁ ;>Łﬁ  µ¨G(2 5"Ł
A¸>ŁﬁS#A¾¨b;(>Łﬁ(©
G2¾¼ 
 " <;Ła#GiŁﬁ "¥ﬁK
Y¡##2²¢ﬂ²Łﬁ ;Łﬃ§2;° G "«2Łê G(5V# ¨G2;o®G  A ¸>Łﬁ ; G; " Ł
¹
" A#KŁﬁ6ŁG#AS(#
#KŁﬁG(¡.G"(#(K®G A#"Łﬁ.ŁG  G>(1®GK x>ŁﬁCµAl¨GK"  6 7°


6  &6ﬀ 6_A° G¶¥2G;#
 ŁﬁŁmG ¦Ł9§ﬁ2`8;9"K1KŁﬁ²27#(121¢&#¾½#G
Ł
#G;^G³°¤ G½®RŁ9§ﬁ´¨R2(>Ł VG;½¼ G7#" K2·>Łﬁ6 G´(¡Y#2 "#¯(2¨
57¹
"G¥(@ 
G1U¡;Łﬁl¨G A#;´ G "G¥on<>¢¤£G@>ŁﬁK1Ł9"G¥6#A2Łﬁ(2  Łﬁ¥ﬁ#G;¸"#´<#







?@ﬂ54m+(Aﬃ5,5C),ﬂ ﬀﬃ6 ﬀk+,H)1Q +kX 5Mm+NQ +.ﬂﬂ"+ﬃ5h Q Dﬂ5 $#

2ﬃA()4ﬂ 54m+








m+ﬃﬂ "[6  #{ﬀ !4! $ X5Mm+ﬃﬂ 54m+ JI+ﬃﬀt!4! 2!sIjH)4ﬂﬁH' ﬀk2k2)4!*)45C6
#{ﬀo5Mm+ Aﬃ6IAﬃ5$+Q )454m ﬀ1+Q'BﬁjH)4ﬂ9H )sAo!s+kAkAo5MmBﬂﬀ+]!P5Q}54m+xJI+ﬃﬀt!4! 2!sIjH)4ﬂ9H
' ﬀ12k2)4!*)45C6 )4ﬂG5Mm+Vﬀ@)H)4ﬂ !rAﬃ6IAﬃ5$+QT
   8 )+%7$),)  
Á=A2 2 "G¥Â GSY¡(#;ì A#"<"«
 KŁﬁ6®7¡. ;¨51G¥Â©¡@".#ŁSŁ  ¨b;(>Łﬁ(©
G2





Á Á Á5°	µA¨A<c:¢  ÂŁ9§ﬁ;2°#G; ¿ 8 A; 12
(1· A?9#1ŁGo1K1 GY# 
#KG¥.#
o GÂ¨R2Y>Łﬁ ﬃG2ÂŁÃ GÂY¡##2 <#l ;¨51G¥¶1
;1Łﬁ(¦ Ł¶ GÂŁ 1¥<Gê(¡( 2>Łﬁ4"GÂ G¥ﬁ¦Ł¨G#^#; 

Á Á(Á5°2#1ŁG<A¢:ﬃz


























21; G?V#KG¥8 Gl®G1Ł51G¥²¨G Ł®®G"<<¡È1±· G<("21V(·1ŁV ·A;=Łﬁ ·"G2K GGl#G
 Â¡S(ﬁzDK ;G2(15#GŁ








5"G¥½(¡( 2 A1 ; G (2È1¬ G1
 G2(1¾"i;Łﬁ¨A A5
 KŁﬁK"¡²;1;" ¾;2 G ;¡¿@¬¨G¨G(Ł9µ"
#"Łﬁ8>Łﬁ¦#G









/ﬃ ﬁk  







	 ﬀ '"B'*)+%(ﬂ 	# 	










































#(1®G A 2 "­ G¬ ¨G2º
22Ł G"G¥± Ł¯ Ł1 (Łﬁª#















































G¥ﬁ2Ł9§ﬁ;®RŁﬁ GAG2­2  G ®GK² ; " X 
¢ K	K¥ﬁ G o8º1K1 A(# 
#;







¥ﬁ "¯Łﬁ #G´ GA" ;;#G¥ﬁ"©" JRﬁ:57ﬃµ@RD:57¿(2 Ł1 A 1ŁV³°pA2 ½#A§ﬁŁﬁ" G´G
	(; ŁG1Y#(<®A A#"Łﬁ²<#8¨#



























































'¦ Łl·#GAŁﬁ "KG¸> AG; 1Łﬁﬃ°®7¡
G;»GG1G¥^>Łﬁ
8

















[%(	6 ##$ﬂ    m	$)







 G(1G³#Ł«;2 ŁA¢ DG;. G¥ﬁ K
§Łﬁ1 AG"(#(K®G A#"Łﬁ»G<#¸§
(?G;°ﬁ G¦>Ł<"Ł91G¥@#A2Łﬁ(2 (GŁ9p 
o#G
;27#9(2´
G ;GŁﬁ(©K"«22§ﬁ2( "ŁﬁŁ 	

';Łﬁ7§ﬁ9(¥ﬁ2p#Ł6G<#,. A  1©AŁﬁ1(¢
Çi"@1KlK ¿"Ì G1² ;;#"Łﬁ 
 &#Ł ®RÈ GGG; ( ŁŁ"Ì G,(2G(ÆŁ¶»G" ¹
A1l2G(1ŁVG"(#(K®G A#"ŁﬁGŁ#
GGŁﬁ 1KG


















6 9>X ﬂ -
AkAﬃRQ +2 T















\ V   "2
m+ﬃﬀ1+  )sA54m+ jk+ﬃﬂ5$+ﬃﬀ1+.-P>AkAﬃ)Cﬂ ﬀ.ﬂ -ﬁJQ !*)4ﬂ"+.ﬀ #@ﬁﬂ"jﬃ57),ﬂ !ﬂ"

)454m




































£A¶>ŁﬁK1Ł9"G¥^#G;Łﬁ ; G2(2 "®b;¦ G.GŁﬁ7#("§<( Ł5
(#"¶"KU##G
¦²®b
















6 9>X ﬂ -
AkAﬃRQ + 5MmB5NT mBA ﬀk+,Hﬁ!ﬀ@!*6Iﬀ@6)4ﬂﬁH5,)4!)45Mm +S^'ﬂ"+ﬃﬂ5   ;:2g7T q m+ﬃﬂ















































































'  "m\N 	


































































)sAo5Mm+o)4ﬂ -ﬁ+Q'+ﬃﬂ -ﬁ+ﬃﬂ5C!*6 AIj.5C5$+ﬃﬀ1+.- h3,Aﬃ52!s+oﬀtﬂ -ﬁJQ Q +.AﬃDﬀ1+ﬂ
X 





"A v ﬃ ]: )
ﬀ






































































































































¶> ; <Ł,4 G( 1ªGŁﬁ" ¬" 











 1ŁﬁGo>Łﬁp2 G6 G?9#<§ﬁi GGŁ »2"GS¥ﬁ;G2 
#;´p  G¨R2(¨bŁ " 1ŁﬁA
Ł"GG2¨R2AG27¸ GGŁ Łﬁ®84(;;#;°A<Ã#AiŁﬁ®84(;; S§ﬁÂ1ŁﬁA¥
¹\#G¥Â(¨
#1G;¨b;¹
G2A2¢ Kê ; KŁﬁD,4 G (?¶GŁﬁK ¸G6Y5®A1p#GAŁﬁ 2  A 2;°®RŁ#¶Łﬁ®A#1G;
p 2AŁﬁ K1«;2©"KU#ŁÃ Gi l¦lŁG2>° 2¨A 2(2SŁﬁ¨A¨bŁﬁ("Yiµ# ;;S"l G
:5R















ŁﬁŁ¸ G1KlU· ;  G<#¶G1(2 G( 2¯"± G1. ;;#"ŁﬁÆ2¯" Ł¿®R©µ#2AG9,#Ł



















#> ; KŁﬁrgS Ł9G1©lŁ <ŁG©(5
®G1
6 O§¡Ł KŁﬁ½²¨G¨R
















¾#G^"A»G<((Łﬁ G ; Łﬁ" (Łﬁ&ŁG2>¢
£A62(" 1



















 ?¤ GGŁ »;1G;°












¢ÇiGŁ G2	G;­2Łﬁ7  1®A A#KŁﬁ1C#G A Łê#;(> GA;#"ŁﬁG
>Ł5#










±lŁ#KŁﬁ°	"±6 G" <A1^2A 1Ło ¨
226".1
A229(#Y¡&#Ł²2ŁﬁG(1G;. Gl(5V#1Ł(¡¬Łﬁ®84(2#.#G;(2"§26¶¥2G;#"<«;2Æ ¹
AŁﬁÀ> GG; 1ŁﬁA2¢½£G(2  A"#¶5 ; 2 "«2KG¥¿ 2Y6> GG#"Łﬁ,(¨2;·  A"5
®GK>Łﬁ





















 2&®7¡º#G ;  G<#@Ł¸;;#"Łﬁ 7¢:©¨A¨GK12&#Ł´ G
¼ G2 G;1G¥G;=Łﬁ(8"¬;; 1Łﬁo8A°RG81²¨b;(>Łﬁ(©A2.<¡ 1;°êiA1 ; G (2¬"
2#"Łﬁ"<A¢-KŁﬁY¡Y#9l2Łﬁl¨RŁﬁ ;8Ł¤l1V(¥ﬁ. A·®b;Ł	"GG;¨b;GG27 "¡½#"G¥





£Ai ;  G<#pŁÃ GÂ G2(1p1K1 A(# 











#Vp G;¡lµA¨A1K2<#"¡·(5V##G=¡¨b¦ŁÃ21(2 Gl(#G;2p 2¼ G" ;>Łﬁ¤ Gi
22 A#¡
Ł@#A¬2Y#19#2;¢ £G¬(2  A"#"G¥Æ
"¡ <2Â>Ł . G?ª(;§Â17#; 2Y#"G¥
¨G Ł¨b;(#"2@#G
·













#G; "2¢£G;5@ ( Gl¨A#"ŁﬁG¸;¡®R@2(" <;1«;2#Ł^®R¾ GA 
1K( 1¾"´©7¡©¨G¨G"O¹

 1ŁﬁA2¢\KŁﬁµAl¨GK°R"C#A¶¼ G; G91G¥G=SŁ ½Łp;; 1Łﬁo8"¦ A 28#ŁlŁG2
#G½# GY>2Ł@ GGŁﬁ6¹X "«22 »"2l1 ±;Łﬁ¨A A#;lA;=Łﬁ Æ<# G; 2 l1A<M¹
#"· ;(§ﬁ9(2°³ G2&#G^(2Y§"2· 1^24"ºG"Åb2(274GŁG2@Ło G^G;=Łﬁ(& ·AŁ
1GA2¨R2GG;7¢










	ﬀﬁﬂﬃ ﬂ #¾ (#®G1K<=¡ Ł
(5V#¹XG2¨R2AG27







 ~ G"§2 ("=¡L(2 ;°K:I_9Ł|¢

8 *>?A@B!"CEDF4G*2HgSŁﬁ AGGG 2 (Łﬁ®bŁ GGG>Łﬁ¼ G2 G;1G¥ÈG=SŁﬁ(A;¢
% ﬂﬂ TJI '+ﬃﬀ^TKOP+kATFK<W ;:I_9_Ł°@7_SRIzD8D:_A¢

<*>?MLF	/ﬁ&080NPOQBGR@+S2T/CU08S2HRVW()B>?YX-08ﬁ&08ZGﬂ










 2 " 22Y5"




Z ;:I_;R8° 8SR;RIzﬁ8 ;9¢

 Laﬁﬂ/ﬂbcd,-ﬂ+eR		/ﬀ90,SMf	OQSgG ÇÂ¨G¨G(Ł9µ"©9#"G¥ · G" O¹





































































































































































































































   U y¤ |-s­9»a  Ç














·eR	POs&O&	N	/7ﬀ9	/ﬂ5B_ ;F!"Z\ Uﬂ Å }    :y  |-9­y   y¤P
} y¤ Q­yU
















UŁ    yd}  ­yU| } é    U´c é     }  }

 }   











  § 4¢ ﬀ }  Ä}: § *}  ­










·;c?O&	7^ﬂ$0c,+%¸R087Oﬂ9/2HQL*ﬂ     n}: ¤ Ły|( u    y 
E~sN    w}:Q}  ­yU|











¯¯m·;F	/7&O&$Z%,&2!wO$©08n&^_$08ﬁQﬂ23+ﬂ eS08ﬀﬀEtF&L&f4/ºF|-  }k  }:
 :|.yE~s¥ §    Łh U´c é?
ì Ä×ËmØUí
ã












































































































































































































































































































































(continued from the back cover)
A484 Visa Latvala , Niko Marola , Mikko Pere
Harnack’s inequality for a nonlinear eigenvalue problem on metric spaces
March 2005
A482 Mikko Lyly , Jarkko Niiranen , Rolf Stenberg
A refined error analysis of MITC plate elements
April 2005
A481 Dario Gasbarra , Tommi Sottinen , Esko Valkeila
Gaussian Bridges
December 2004
A480 Ville Havu , Jarmo Malinen
Approximation of the Laplace transform by the Cayley transform
December 2004
A479 Jarmo Malinen
Conservativity of Time-Flow Invertible and Boundary Control Systems
December 2004
A478 Niko Marola
Moser’s Method for minimizers on metric measure spaces
October 2004
A477 Tuomo T. Kuusi
Moser’s Method for a Nonlinear Parabolic Equation
October 2004
A476 Dario Gasbarra , Esko Valkeila , Lioudmila Vostrikova




Applyining mathematical finance tools to the competitive Nordic electricity mar-
ket
October 2004
HELSINKI UNIVERSITY OF TECHNOLOGY INSTITUTE OF MATHEMATICS
RESEARCH REPORTS
The list of reports is continued inside. Electronical versions of the reports are
available at http://math.tkk.fi/reports/ .
A490 Anders Bjo¨rn , Niko Marola
Moser iteration for (quasi)minimizers on metric spaces
September 2005
A489 Sampsa Pursiainen




Differentiability in locally compact metric spaces
May 2005
A486 Hanna Pikkarainen
A Mathematical Model for Electrical Impedance Process Tomography
April 2005
A485 Sampsa Pursiainen
Bayesian approach to detection of anomalies in electrical impedance tomogra-
phy
April 2005
ISBN 951-22-7917-7
ISSN 0784-3143
